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Re´sume´ :
Lorsqu’une goutte tombe sur un liquide ou un solide on observe la formation d’une corolle et d’une
nappe liquide qui va se de´stabiliser en formant de nouvelles gouttes plus petites. C’est le ”splash”.
Afin d’obtenir des re´sultats analytiques nous avons simplifie´ le proble`me en utilisant un mode`le de
demi-goutte. Nous montrons comment obtenir le champ de pression et le champ de vitesse dans la
demi-goutte au moment de l’impact. En particulier nous de´terminons la vitesse radiale au niveau du
support. Nous discutons du comportement de cette dernie`re pre`s de la ligne de contact ou` nous mettons
en e´vidence que cette solution diverge logarithmiquement si on fait l’hypothe`se de fluide parfait. Ces
re´sultats analytiques sont compare´s a` des solutions nume´riques obtenues a` l’aide du code Gerris.
Abstract :
When a drop falls on a liquid or a solid surface we can observe the formation of a corolla and a
liquid sheet which will destabilize forming new little drops. This is the ”splash”. In order to obtain
analytical results we simplified this problem using a half drop model. We show how we can determine
the pressure and the velocity field in the half drop during the impact. In particular we determine
the radial velocity on the support. The logarithmic behavior of the velocity near the contact line for
an ideal fluid will be discussed. These analytical results will be compared with numerical solutions
obtained with the code Gerris.
Mots clefs : Impact de goutte ; Pression impulsionnelle ; Singularite´ logarithmique.
1 Introduction
Le proble`me de l’impact de goutte est difficile a` traiter e´tant donne´ la grande varie´te´ de parame`tres
dont il de´pend. En effet c’est un proble`me tri-dimensionnel, instationnaire, non line´aire, de´pendant de
nombreux parame`tres physiques tels que la viscosite´ ou la tension de surface ainsi que de la nature
du substrat sur lequel la goutte impacte (solide, liquide, hydrophobe...). On pourra voir a` ce propos
Rein [1], Josserand et al. [2] et Eggers et al. [3]. De plus le roˆle de l’air ambiant est e´galement tre`s
important (Xu et al. [4]). Il est donc tre`s difficile de trouver des solutions analytiques a` ce proble`me
d’autant plus qu’il admet une singularite´ ge´ome´trique au moment de l’impact. Pour pouvoir passer
outre cette difficulte´, il est commode de conside´rer un proble`me mode`le reposant sur l’impact d’une
demi-goutte. Un proble`me e´quivalent consiste a` regarder ce qu’il se produit au moment de l’impact
lorsqu’on pose une goutte sur un support cylindrique et qu’on laisse tomber verticalement ce support.
Une se´quence d’images est visible sur la figure 1 gauche. Dans une premie`re partie nous de´terminerons
la solution analytique du proble`me au moment de l’impact (figure 1 droite) et nous discuterons du
comportement du champ de vitesse au niveau du support. Nous comparerons ensuite ce re´sultat a`
une solution nume´rique obtenue a` l’aide du code Gerris [5]. Nous pre´senterons ensuite les perspectives
pour la suite de cette e´tude portant sur l’analyse du comportement de la nappe liquide engendre´ par
l’impact.
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2 Le proble`me de l’impact
2.1 Notion de pression impulsionnelle
Les premiers travaux portant sur les inte´ractions fluide-structure re´alise´s par Wagner [6] sur l’amerris-
sage d’hydravion ou Bagnold [7] avec un mode`le d’impact de vague impliquant le gaz compris entre une
vague et une paroi ont e´te´ enrichis par le concept de pression impulsionnelle (Batchelor [8]). Cooker
et Peregrine [9] ont utilise´ ce concept pour e´tudier l’impact plan d’une vague sur une digue. L’ide´e est
de remarquer qu’un changement brutal de vitesse du fluide pre`s de la paroi au moment de l’impact va
induire un gradient de pression important qui va lui meˆme produire un changement de vitesse brutal.
Une e´tude de ce phe´nome`ne en temps court permet de mettre en e´vidence que le champ de pression
au moment de l’impact est induit par un champ acoustique, qui n’est pas e´tudie´ ici, rayonne´ depuis
les parois (Antkowiak et al. [10]). Le temps d’impact τ e´tant de l’ordre de 10−4 secondes, on peut
s’attendre a` ce que la de´rive´e temporelle de la vitesse soit tre`s grande et compense´e uniquement par
le gradient de pression. Par conse´quent, en utilisant les changements de variables u = U0u¯, p = Πp¯,
∇ = 1R∇¯ et t = τ t¯, l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement devient :
ρ
(
U0
τ
∂u¯
∂t¯
+
U20
R
(u¯.∇¯)u¯
)
= −Π
R
∇¯p¯+ µU0
R2
∆u¯.
Le temps d’impact τ est tre`s petit compare´ au temps convectif R/U0. Donc le principe de moindre
de´ge´ne´rescence applique´ entre le terme instationnaire et le gradient de pression implique que la pression
est d’ordre Π = ρRτ U0. Les termes non line´aires sont alors d’ordre O(
τU0
R ) et les termes visqueux sont
d’ordre O( µρR(R/τ)). Donc le proble`me dominant est de la forme [8] :
∂u¯
∂t¯
= −∇¯p¯. (1)
En inte´grant (1) sur le temps d’impact nous obtenons :
u¯impact = u¯(0
+)− u¯(0) = −∇¯P¯ , avec P¯ =
∫ 0+
0
p¯(x¯, t¯)dt¯ (2)
ou` P¯ est la pression impulsionnelle. De plus nous conside´rons que le fluide est incompressible donc
l’e´quation de conservation de la masse est donne´e par div(u¯) = 0. Nous obtenons donc :
∇¯2P¯ = 0.
Donc notre proble`me d’impact se re´duit a` la re´solution d’une e´quation de Laplace avec des conditions
aux limites de types Dirichlet et Neumann. Cependant, durant l’impact les termes non line´aires devien-
dront dominants dans certaines re´gions ainsi que les termes visqueux dans une couche limite d’e´paisseur√
ντ pre`s du support. Ne´anmoins nous n’e´tudierons pas l’influence de ces termes dans cet article et
nous travaillerons avec un fluide parfait. De plus nous ne´gligeons la gravite´ ainsi que les effets de la
tension de surface en ne conside´rant que des impacts a` grand nombre de Weber (We = ρU20R/σ  1).
Nous supposons e´galement que les particules de fluide dans la demi-goutte n’ont pas de vitesse dans
le re´fe´rentiel de la goutte avant l’impact.
2.2 Solution analytique du proble`me axysime´trique
Le rayon de la demi-goutte est note´ R et la vitesse d’impact est note´e U0. Les conditions aux limites
sur la surface libre et sur le support sont :
P (r = R) = 0 et
∂P
∂z
(θ = 0) = −ρU0.
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Notre mode´lisation est de´crite par la figure suivante : 
Mont_R=2_7cm.pdf
S
P
∆P = 0
∂P
∂z
= −ρU0
P = 0
Figure 1 – A gauche : se´quence montrant l’e´coulement apre`s impact pour une goutte de 2 millime`tres
de rayon et une hauteur de chute de 7 centime`tres. L’e´cart de temps entre chaque images est de
8, 3.10−5 secondes. A droite : mode´lisation de l’impact d’une demi-goutte de rayon R. Ce proble`me
est re´gi par une e´quation de Laplace avec la condition de Dirichlet P = 0 sur la surface libre et la
condition de Neumann ∂P∂z = −ρU0 sur le support.
La solution de l’e´quation de Laplace en coordonne´es sphe´riques est donne´e par une somme de solutions
re´gulie`res, axisyme´triques dans notre cas, qui sont une sous-classe des harmoniques sphe´riques Y ml .
Ces solutions re´gulie`res sont de la forme :
Fn(r, θ) = r
nPn(cos θ).
ou` Pn est le polynoˆme de Legendre de degre´ n. La solution est donne´e par :
P (r, θ) = −ρU0z + ρU0R
∞∑
n=0
(−1)n+1(4n+ 1)
(2n− 1)(2n+ 2)
(2n)!
22n(n!)2
P2n(cos θ)
( r
R
)2n
. (3)
Les coefficients de la se´rie ont e´te´ de´termine´s a` l’aide de la condition de Dirichlet a` la surface libre.
On en de´duit le champ de vitesse dans le re´fe´rentiel de la goutte a` l’aide de la relation (2) et (3). En
particulier nous nous inte´ressons au comportement de la vitesse radiale, note´e ur, sur le support c’est
a` dire pour θ = pi2 . Avec les changements de variables ur = U0u¯r et r = Rr¯, nous obtenons :
u¯r(r¯) =
∞∑
n=1
n(4n+ 1)
(2n− 1)(n+ 1)
(
(2n)!
22n(n!)2
)2
r¯2n−1. (4)
On peut montrer en utilisant la formule de Stirling que la vitesse diverge logarithmiquement au
voisinage de la ligne de contact. Nous avons l’e´quivalent suivant :
u¯r(r¯) ∼
r¯→1
− 2
pi
log(1− r¯2)
r¯
. (5)
Ce comportement logarithmique est caracte´ristique des proble`mes d’impact et a de´ja` e´te´ mis en
e´vidence dans le cas plan par Cooker et Peregrine [9]. Il est e´galement possible de trouver la vi-
tesse radiale au niveau du support ainsi que son comportement au voisinage de la ligne de contact en
utilisant la me´thode des inte´grales de frontie`re. Cependant cette me´thode est plus difficile a` manier
dans ce cas puisque le re´sultat fait intervenir des inte´grales elliptiques. Le prolongement naturel de
cette e´tude, mais que nous ne traiterons pas ici, est la de´termination du parame`tre physique ne´glige´
jusqu’alors qui re´gularise la solution.
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Nous constatons e´galement que l’e´coulement posse`de un point d’arreˆt au voisinage de l’origine. Le
champ de vitesse est obtenu a` l’aide du premier mode de la vitesse radiale :{
u¯(r¯, z¯) = 58 r¯,
v¯(r¯, z¯) = −54 z¯.
(6)
Par ailleurs, bien qu’elle soit valide uniquement pour r¯ → 1, on remarque que le de´veloppement limite´
de la relation (5) au voisinage de l’origine est :
− 2
pi
log(1− r¯2)
r¯
=
2
pi
r¯ + o(r¯2), r¯ → 0.
Comme 58 ' 2pi (car pi ' 3210), (5) est e´galement une bonne approximation du comportement de la
vitesse radiale lorsque r¯ → 0. On peut voir sur la figure 2 la superposition de la solution analytique
et son approximation ainsi que leur terme respectif du premier ordre au voisinage de l’origine.
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Figure 2 – Comparaison de la solution analytique en ligne continue et de son approximation en
pointille´ avec leur approximation respective au premier ordre au voisinage de l’origine. Ces deux
droites sont presque superpose´s puisque la pente de la solution exacte est 58 et que
5
8 ' 2pi (car pi ' 3210).
Nous allons maintenant ve´rifier que nous retrouvons ce re´sultat par simulations nume´riques.
3 Re´solution nume´rique
3.1 Validation du mode`le a` l’instant t = 0
Nous avons tout d’abord re´solu le proble`me a` l’aide de Gerris pour obtenir la vitesse radiale au niveau
du support au moment de l’impact. Le calcul a` e´te´ re´alise´ dans des conditions identiques a` celles de
notre mode`le a` savoir que l’on conside`re un fluide parfait et que l’on ne´glige la tension de surface et
les termes non-line´aires. Nous avons pris un rapport de densite´ entre le fluide impactant et le fluide
environnant e´gal a` celui de l’eau sur l’air. Dans ces conditions la solution nume´rique se superpose a`
la solution analytique. Pour la pression nous devons multiplier la solution nume´rique par le pas de
temps de notre simulation puisque notre solution analytique correspond a` la pression impulsionnelle
(inte´gration de la pression sur un temps tre`s court).
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Nous repre´sentons sur la figure suivante la convergence de la pression et de la vitesse radiale nume´rique
au niveau du support vers leur solution analytique respective lorsqu’on augmente le raffinement :
P¯
(r¯
)
r¯
u¯
r
(r¯
)
r¯
Figure 3 – A gauche : convergence de la pression impulsionnelle au niveau du support vers la solution
analytique lorsqu’on augmente le raffinement. A droite : convergence de la vitesse radiale au niveau
du support vers la solution analytique lorsqu’on augmente le raffinement.
Pour de´terminer la limite de la simulation nous avons repre´sente´ sur la figure 4 la vitesse radiale
obtenue par Gerris pour diffe´rent niveau de raffinement en fonction de log(1−r¯
2)
r¯ .
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Figure 4 – Vitesse radiale au niveau du support en fonction de log(1−r¯
2)
r¯ pour diffe´rents niveaux de
raffinements. Les courbes en rouge, bleu et noir ont e´te´ respectivement obtenues pour des niveaux de
raffinements de N = 10, 11 et 12 sachant que le pas d’espace est ∆x¯ = 2−N .
On retrouve bien le comportement logarithmique de la vitesse radiale au niveau du support, sauf au
niveau de la dernie`re maille, quel que soit le raffinement.
3.2 Perspectives : analyse du comportement de la nappe liquide
Nous utilisons e´galement Gerris pour voir ce qu’il passe sur des temps plus longs. Le but e´tant d’obtenir
des observables que nous pourrons essayer de retrouver expe´rimentalement tels que l’angle d’e´jection de
la nappe liquide ou la vitesse de la corolle liquide, bien visible sur la figure 1. Ces simulations devraient
nous permettre e´galement de mettre en e´vidence les me´canismes qui re´gularisent la divergence du
champ de vitesse. Nous prenons donc en compte la viscosite´ et la tension de surface et nous e´tudions
l’effet obtenu sur la corolle liquide induite par l’impact. Pour cela nous pouvons tracer l’e´volution de
5
21e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Bordeaux, 26 au 30 aouˆt 2013
l’interface de la goutte au cours du temps comme le montre la figure 5 obtenue pour un nombre de
Reynolds de 2000 et un nombre de Weber de 25 ce qui correspond approximativement a` l’impact d’une
goutte d’eau de 2 millime`tres de rayon a` une vitesse initiale de 1 m.s−1 :
Figure 5 – Evolution de l’interface de la goutte he´misphe´rique au cours du temps entre t = 0, 001
secondes et t = 0, 4 secondes. L’intervalle entre chaque courbe est de 0, 001 secondes jusqu’a` t = 0, 1
secondes et de 0, 05 secondes entre t = 0, 1 secondes et t = 0, 4 secondes. L’impact a e´te´ simule´ pour
un nombre de Reynolds de 2000 et un nombre de Weber de 25.
4 Conclusions
Nous avons montre´ dans cette e´tude qu’il est possible d’obtenir des re´sultats analytiques au moment
de l’impact pour un mode`le simplifie´ de l’impact de goutte. Ce mode`le consiste a` regarder ce qu’il
se produit lors de la chute verticale d’un cylindre avec un goutte pose´e au sommet. Notre formula-
tion est base´e sur le concept de pression impulsionnelle. Ces re´sultats peuvent eˆtre obtenus a` l’aide
d’harmoniques sphe´riques ou avec la me´thode des inte´grales de frontie`re. En particulier il a e´te´ mis
en e´vidence que le champ de vitesse diverge logarithmiquement au niveau de la ligne de contact. Nos
re´sultats nume´riques obtenus avec Gerris concordent avec notre mode`le.
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